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重力崩壊過程 における時間的測地線束 の収束性
一その幾何摂動効果に対する基礎方程式の導出一
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  We derive the fundamental system of equations describing modification in the focusing proper-
ties of timelike geodesic congruences caused by the conformal perturbations in the spacetime ge-
ometry. These new equations are expected to play the central role for the detailed understanding of 
the final stage of gravitational collapses. The system of these equations is obtained by analyzing the 
linear-responses to the conformal perturbations in the system of the Raychaudhuri-type equations. 
We then apply it to the simplest model of the gravitational collapse, the time-reversed Friedmann-
Robertson-Walker model, and explicitly analyze the property of these equations. It turns out that 
the focusing properties of geodesic congruences are much more sensitive to the detailed form of the 
conformal perturbations than originally expected, so that the final stage of gravitational collapses 
can be classified into several cases depending on the functional form of the conformal perturbations.
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1.序 文
本論文は,芹 生の研究指導 のもとに三輪が執筆 した
修士学位論文 「重力収縮す る時間的測地線束の幾何摂
動効果 に対する基礎方程式系」[1]の根幹部分を要約 し
た ものである.そ こでは,後 に詳 しくみ るように、時
空の幾何学 に共形的摂動が加 わった場合 に限定 して解
析 した.そ の諸結果を含む,完 全 に一般 的な幾何摂動
に関す るより包括的な解析については文献[2]を参照 さ
れたい.ま た,以 下では紙数 の制約で,多 くの重要な
用語 についてその定義や説明を省かざるを得なか った
(例えば 「特異点」・「測地線」な ど).こ れ らにっい
ては,概 ね文献[1]に述べてあるが,よ り詳 しくは文献
[3・4]を参照 されたい.高 い対称性を持つ時空モデルで,
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自然 な解釈が可能な ものは,(特殊な一・部の例外を除い
て)特 異点が存在 する.例 えば一様 等方時空でのビッ
グバ ン特異点や,ブ ラックホール時空での曲率特異点
などが あげ られ る.こ れ らの特異点は,時 空モデルの
高い対称性のために生 じたので はないか との予想の も
と,当初詳 しい分析がなされたが,そ の予想に反 して
実はきわめて一般 的に生 じるものであることがPenrose
とHawkingによる特異点定理によって最終的に示 され
た.ま ず これをま とめてお く.[5]
特 異点 定理(Penrose-Hawking,1970)
時 空(ル て,9αb)が次 の4つ の条件 を満 たす とす る.
(1)時空 に分 布 す る物質 はstrongenergyconditionを満
た す.す なわ ち,任 意 の非空 間 的ベ ク トルuα につ
い てRα副%b≧0を 満 す.
(II) timelike generic condition  null generic condi-
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tionの少 な くとも一 方 を満 た す.
(111)閉じた時間的曲線が存在 しない.
(IV)次の少 な くと も一つ を満 た す.
我 々の宇宙が現在膨張 していることは観測的に確 立
している(Hubbleの法則)か ら,過 去向きの測地線束
を考 えればexpansionが負の値を持つ ことになる.よ っ
て我々の宇宙は過去にさかのぼる視点では(1V)(c)を満
た してお り,さ らにまた,(1)一(皿)も満た していると仮
定するのが自然なので,我 々の宇宙 を数学的モデルで
表現 した とき,こ の定理 は満 たされてい ると考 えられ
る.実 際,過 去にさかのぼって宇宙の最初期にまで古
典時空 を外挿で きる とすれぼ,初 期特異点(ビ ッグバ
ン特異点)が 生 じると考え られてい る.(その前に量子
時空 の効果が現れて初期特異点が回避 され るであろう
と期待 されてい るが,本 稿では量子時空についてはこ
れ以上論 じない.)
ところで,測地線束の収束性を記述するRaychaudhuri
方程式 によると,測 地線東のexpansionが負 の値 を持
てば,そ の測地線束は収束する.実 は上記の特異点定
理は 「特異点の発生は測地線束の収束がその引き金 と
なってい る」 ことを数学的に精密化 して証明 され るの
である.
さて,今 回の研究では,時 空の幾何にゆらぎが加 わ
るとき,そ れ は特異点発生を促進 させ るのか,ま たは
その妨 げになるのか とい うことを分析す るこ とを目標
に,必要な数学的枠組みを構成することに取 り組む.上
の考察か ら明かなように,そ のためには,時 空に幾何
摂動 を加えることが,時 間的測地線東の収束性 に どの
ような影響を及ぼすか を分析すればよいことがわかる.
今回は解析 の簡単化のため,専 ら共形的幾何摂動 に限
定 して分析することにす る.冒頭でも述べたように,よ
り完全な幾何摂動 に関する包括的分析 は文献[2]におい
てなされている.
そ こで,共 形 的幾何摂動による時間的測地線 の変動
を表 す基礎方程式 を導出す ることを考え る.基 礎方程
式 が首 尾 よ く得 られ た後 は,そ の性 質 を理 解 す るた め
に,も っ とも単 純 な重 力 崩壊 モ デ ルで あ る 「時間 反転
したFriedmann-Robertson-Walker時空」 に これ を適用
し,そ の様 子 を分析 す る こ とにす る.
2.Raychaudhuri方程 式
図1.測 地 線 の1パ ラメー タ族{%(τ)}、∈∫
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